Feladat 1. Legyen ¢ : G — H egy csoportok kozotti leképezés. Igazolja, hogy ¢
akkor és csak akkor homomorfizmus, ha grdfja/grafikonja, vagyis

{9.90:9€G}CGxH,
részcsoportja a G x H csoportnak.

Megoldas: Ha ¢ homomorfizmus, akkor a graf tetszéleges (g1, 91¢) és (g2, g2)
elemére (g1,910)(92,920) = (9192, 919 - 920) = (9192, (9192)9), és (91, 0100) " =
(97" (g19)™Y) = (91", (g7 D)) is elemei a grafnak, tehat a graf részcsoport.

Ha a graf részcsoport, akkor minden g1,g2 € G esetén (g1g2,91¢ - g2p) =
(91,919)(92, g2¢p) eleme a grafnak, tehdt g1 - g2 a g1ga-nek a ¢ melletti képe.

,

Igy ¢ homomorfizmus.
Feladat 2. Felbonthatdé-e nemtrividlis csoportok direkt szorzatédra a Dy csoport?

Megoldas: Mivel D5 rendje 10, nemtrividlis direkt szorzatként csak dgy allhat
el6, ha az egyik tényezo 2, a mésik pedig 5 rendli. De mind a 2, mind az 5 rendi
csoportok ciklikusak és igy kommutativak, ezért direkt szorzatuk is kommutativ.
Tehat D5 direkt felbonthatatlan.

Feladat 3. Tekintsiik a kovetkez6 miivelettablaval megadott csoportot:

o 1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13 14 15 16 17
o(3 2 5 14 12 0 11 15 13 4 6 17 16 9 1 10 8 7
1712 3 14 5 13 1 15 11 12 8 7 10 9 16 0 17 4 6
2|15 14 1 0 9 2 10 17 16 13 15 6 4 &8 3 7 12 11
3|14 5 0 1 16 3 17 10 9 12 11 7 8 4 2 6 13 15
411 13 17 16 1 4 0 9 10 11 12 8 7 3 6 2 5 14
50 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
6 113 15 16 17 10 6 9 0 1 5 14 2 3 7 4 8 11 12
7|12 1 9 10 17 7 16 1 0 14 5 3 2 6 8 4 156 13
§ |1 12 10 9 0 &8 1 16 17 15 13 4 6 2 7 3 14 5
9|7 8 11 12 14 9 5 13 15 6 4 16 17 0 10 1 2 3
(8 7 12 11 15 10 13 5 14 2 3 1 0 17 9 16 6 4
11(9 10 8 7 6 1 4 3 2 0 1 5 14 15 12 13 17 16
12410 9 7 8 2 12 3 4 6 17 16 13 15 14 11 5 0 1
317 16 6 4 3 13 2 8 7 10 9 12 11 5 15 14 1 O
41 0 3 2 8 14 7 6 4 16 17v 15 13 12 5 11 9 10
5116 17 4 6 7 15 8 2 3 1 0 14 5 11 13 12 10 9
66 4 15 13 5 16 14 12 11 7 8 9 10 1 17 0 3 2
174 6 13 15 11 17 12 14 5 3 2 0 1 10 16 9 7 8

Keressen két részcsoportot ebben a csoportban, melyeknek a csoport (belsd)
direkt szorzata.

Megoldas: Haszndljuk a kis csoportok tdbazatat. Egy 18 elemii csoport vagy
egy 2 és egy 9, vagy egy 3 és egy 6 elemi csoport direkt szorzatara bonthato fel.
Utébbi nem johet széba, mert a 2 és a 9 rendl csoportok kommutativak, ez a
miivelettdbla pedig nem az. Az egyetlen nemkommutativ hatodrendii csoport Ss.
Ezek szerint a csoportot egy Zs-mal és egy Ss-mal izomorf részcsoport szorzatara
lehet felbonthatni (ha egyéltaldn direkt felbonthato).
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Az Sz-nak harom mésodrendii eleme van, éppen annyi, amennyi a miivelettabl-
ban szerepel. fgy az Sz-mal izomorf tényez6 tartalmazza ezt a harom elemet
(11, 13, 14). Az ezek &ltal generdlt részcsoport ({5,11,12,13,14,15}) valéban ha-
todrendil, nemkommutativ ({gy Ss-mal izomorf), és norméloszté is (a részcsoport
egy generdtorrendszere {11,12}, az egész csoporté {0, 11,12}), igy elég leellendézizni,
hogy a 11 és a 12 konjugaltjai 0-val, 2-11-0 =13 és 2-12- 0 = 15, benne vannak
a részcsoportban.

Sziikségiink van még a masik tényezore. Ennek egy Zs-mal izomorf részcsoportnak
kell lennie, aminek metszete az elsé tényezovel trivialis. Ennyi elég is, a 4.6 Tétel
(4) pontja és a 3. feladatsor 1. feladata alapjdn.

A csoportban nyolc harmadrendii elem, és igy négy Zs-mal izomorf részcsoport
van. Ezek kozil hdrom lesz jé: {1,3,5}, {5,6,9}, és {5,8,17}.

Feladat 4. Hény részcsoportja van Z2-nek? Hany részcsoportja van Z3-nek izomor-
fia erejéig?

Megoldas: A kis csoportok tablazatabdl (vagy a véges Abel-csoportok alaptételébdl)
kideriil, hogy izomorfia erejéig 6 darab részcsoport lesz:

e trividlis részcsoport: 1 példany,

e Zo: mivel Z3-ben harom mésodrendii elem van (02, 20, és 22), ilyenbél 3
példany van,

e 7Z4: mivel Z2-ben 12 negyedrendii elem van, és egy Z4-gyel izomorf csopor-
tot két negyedrendii elem general, ilyenbdl 6 példany van,

e V: V-ben az egységelem mellett harom mésodrendl van, éppen annyi,
amennyi masodrend{i van Z3-ben. Ezek ténylegesen V-vel izomorf részcso-
portot generdlnak, tehat itt 1 részcsoport addédik ({00,02,20,22}).

e 7o X Zy4: Mivelez a csoport harom maéasodrendii elemet tartalmaz, az ezzel
izomorf részcsoportoknak tartalmaznia kell a 00, 02, 20,22 elemeket. A ne-
gyedrendii elemek koziil akarmelyeket tessziik be, be kell tenni az elem
02-vel, 20-val, 22-vel valé Osszegét is. A mnegyedrendii elem akarmelyik
valasztasa mellett igy részcsoport adodik, és mindegyik részcsoport négyfé-
leképpen jon ki ilyen médon. Ujabb 3 példany. Ezek: {(z,y) €73 : 2|2},
{(z,y) € Zi: 2|y}, és {(z,y) € Z3: 2| +y}.

e Teljes részcsoport: 1 példéany.

Osszesen 15 részcsoport.
Feladat 5. Hény automorfizmusa van Z3-nek?

Megoldas: Mivel [10,01] = Z3, az 10 és a 01 képe meghatérozza a Z3 tetszéleges
¢ endomorfizmusat. Legyen 10¢ = (a,b), 01 = (¢,d). Ekkor minden z,y € Z4
esetén

(@, 9)p = (2-10+y-01)p = z-10p+y-0lp = (az +cy, bz +dy) = (2,y) ( . Z >

Ez a leképezés valéban homomorfizmus minden a, b, ¢, d esetén, hiszen

((w1,91) + (@2, 92)) 0 = (1, 91) + (2, 92)) ( CCL ; ) —

d
(ml,yl)(‘z Z)+(x2,yz)( Z

o

) = (z1,y1)p + (T2, Y2) .



Ebbél régtén adédik, hogy a Z32-nek 4* = 256 endomorfizmusa van.

Meg kell nézni, hogy ezek koziil hany bijektiv. Egy véges csoport endomorfizmusa
akkor és csak akkor bikejtiv, ha injektiv, tehat ha a magja trividlis. Az tehét a
kérdés, hogy mely Z, feletti 2 x 2-es matrixok esetén teljesiil

(:vvy)( z Z ) =00 = (z,y) = 00?

Ez pontosan akkor fog teljesiilni, ha a matrix invertalhato6: ha

(m)(‘; fl):oo

és ( (CZ 2 ) invertdlhatd, akkor inverzével jobbrdl szorozva (z,y) = 00 adédik.

Masrészt, ha az < (Cl Z )—vel valé jobbszorzas bijektiv Z2-en, akkor vannak olyan

d d

a v a b\ (10
d d c d) \o0o 1)
tehét ( ¢ 2 ) invertalhato.
Meg kell nézniink, hogy Z, folott hany invertdlhaté 2 x 2-es matrix van. A Z,
nem test, felette nem akkor invertalhaté egy matrix, ha a determindnsa nemnulla,

hanem akkor, ha a determindnsa invertalhato Zy-ben, vagyis péaratlan.

Az | ¢

a' b, c,d elemek, hogy (a’,b) < ch b > =10 és (¢, d) ( Ccl b > = 01. Ekkor
pedig

‘ determinans akkor lesz paratlan, ha

d
e ¢ paratlan, d paritdsa kiiliinbozik be paritdsatol: 2-4-4-2 = 64 eset, VAGY
e ¢ paros, b paratlan, ¢ paratlan: 2-2-2-4 = 32 eset.

Igy | Aut(Z2)| = 96.



